Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ (SOUS-)ESPACES VECTORIELS
ET COMBINAISONS LINEAIRES

1 \
‘ - ‘ 1) DansR3, a quelle condition nécessaire et suffisante

sur a € R le vecteur (1,—a, 1) est-il combinaison
linéaire de (1,1,1) et (a,0,2)?

2) Dans RE, x — cos? x est-elle combinaison linéaire
de x — 1 et x —> cos(2x)?

3) Dans R¥, x — sin(2x) est-elle combinaison li-
néaire des fonctions cosinus et sinus ?

4) Montrer que pour tout A € #,(K), A?> est combi-
naison linéaire de I, et A.

(® Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces
) vectoriels?

D {nerl] x=y}.

2) {(xy)eR?| 2x—5y—-1=0}.

3) {x2x3x)| xER}.

9 A

5) {(xy,z)eR3| x=y et 3y—22:=0}.
{
{
{

(x,y) €R?| x3+x+y2=0}.

6) {PeRIX]| deg(P)>2}.
7y {PeRrlx]| P(x?)=P'+x‘P}.
8) fe‘é(R R) | £(0)+f(1)=f'(0)}.

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces
P

Vectonels de RR?

1) L'ensemble des fonctions 1-périodiques.

2) Lensemble des fonctions croissantes.

3) Lensemble des fonctions monotones.

4) Lensemble des fonctions qui sont la somme d’une

fonction croissante et d'une fonction décroissante.
5) L'ensemble des fonctions majorées.
6) Lensemble des fonctions bornées.

‘ 4 ‘ ™ @® Soit E un K-espace vectoriel.
/1) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F U G est un sous-espace vectoriel de
E sietseulementsiF CGou G CF.
2) Soit (F;);c; une suite de sous-espaces vectoriels de
E. On suppose que :

Vi,jel, dke€l, F,UF;CF.

Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de E.

i€l

‘;‘ M@ Montrer que les ensembles suivants sont des
-~ sous-espaces affines :
1) {(x ¥,2) ER3 | x—y+z=2 et 2x+y+22=1}.
2) {Me.u,(®)| wm)=1}.
3) {fe %‘(R ]R) | fO=2 et f(1)=-3}.

4 {pPer[x]| Vke[1,n], p(k):ﬁ}.

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

‘ 6 ‘ (® Montrer par des opérations sur les Vect 'égalité :

C O Ry[X]=Veet((X — 12, (X — (X +1),(X +1)%).

‘ 7 ‘ ™ @ Montrer que pour tout n € N :

Vect(x — cos(kx)) = Vect(x —> cosk x)

0<k<n o<k<n’

@ FAMILLES LIBRES ET BASES

@ Montrer que (x — ¥ x — 2 x —> exz) est
-~/ libre dans R® :

1) par une technique d’évaluation.

2) par une étude asymptotique en +00.

(® Montrer de deux maniéres différentes que les suites

‘ 9 ‘(l)neN, ( z)neN et (2"),en sont linéairement indépen-
dantes dans RY.

‘10‘ OO OnposePO—l et pour tout k € N* :

=XX-1)(X-2)...X—k+1).
Montrer de deux maniéres différentes que la famille
(Py)ken est libre.

"E &) Montrer que les suites (nk)neN, k décrivant N,

-~/ sont linéairement indépendantes dans R".

‘ 1 9 ‘ ™ @® Montrer que la famille constituée des fonctions
x — xFcosx et x —> x*sinx, k décrivant N, est libre
dans RE.

‘ ‘ (® @ Soient E un K-espace vectoriel et uq,...,u, € E.
Pour tout k € [1,n], on pose v, =u; +...+u;.

1) Montrer que la famille (uy,...,u,) est libre si et
seulement si la famille (vy,...,v,) lest.
2) Montrer que (uq,...,u,) engendre E si et seule-
ment si (vq,...,V,) engendre E.
‘ ‘ ®@® Montrer que la famille (x — |x — al) R de
ae
— ¥ (R, R) est libre.
‘ 1 5 ‘ ®® Soit A€ #,(C) une matrice a diagonale stricte-

ment dominante, i.e. pour laquelle pour touti € [1,n] :
D layl < layl.
J#
Soit X € C" une colonne pour laquelle AX = 0. Mon-
trer que X = 0 en exploitant le réel max { |xq1,..., |xn|}.
Qu’en déduit-on sur A?
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‘ ‘®®
((X+k)") e

On suppose que

Soit n € N. On veut montrer que la famille
de R[ ] estlibre. Soient A,...,A, €R.

Zxk(xw)n =0.
k=0
1) Montrer que pour tout p € [0,n] :

n n
DA X+kP =0,  puis » AkP =0
k=0 k=0

2) Conclure en utilisant des polynémes de Lagrange.

Montrer que la famille (x — e")  de G(R,R) est
libre :
1) @@ en s’intéressant au comportement asympto-
tique des exponentielles.

2) M@ en utilisant des polynémes de Lagrange.

\17\

"E\‘ @® Montrer que la famille (x — sin(ax)) .
a€R}

— de ¥(R,R) est libre en utilisant des polynémes de La-
grange.

\ 19 \ OOC , :
~7J 1) Bien comprendre l'affirmation « R est un Q-espace
vectoriel. »
2) a) Montrer que la famille (Inp),cp est Q-libre, i.e.
libre dans le Q-espace vectoriel R.
b) En déduire que Inp est rationnel pour au plus
un nombre premier p.
On peut montrer que Inr est irrationnel pour tout
re Qj\{l}, mais c’est autrement plus compliqué.
3) a) Montrer que la famille (1, Vp ) est Q-libre pour
tout p € P.
b) En déduire que la famille (1, V2,43, \/6) est
Q-libre.

@ BASES ET DIMENSION

® Enoncer proprement en termes linéaires le résul-
tat du cours sur les suites réelles récurrentes linéaires
d’ordre 2 (sous-espace vectoriel, base, dimension...).

\20\

21
21
a) Montrer que ((—1, 1,1),(1,-1,1),(1,1, —1)) est
une base de R® et déterminer les coordonnées
du vecteur (8,4, 2) dans cette base.
b) Montrer que la famille :

(X3+X2—X—1,X3—X2+1,
XP—X2+X, X3 +2X +1)
est une base de R5[X].

2) OO

(22

*\‘ @@ Soient xq,...,

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

a) Montrer que la famille (u,...,
de R" avecu; = (k, k—1,...,
tout k € [1,n].

b) Montrer que la famille :

(1+x,x+x2,..

u,) est une base
2,1,0,...,0)pour

X4 X" X")

est une base de R,[X] pour tout n € N*,

x, € K. On appelle matrice de

~~ Vandermonde de x,...,X, la matrice :
1 x; xf xi‘*l
1 xy, x2 - xIH

v=|. T 2
1 x, xﬁ xrrl‘*1

(24]

\26\

Montrer que V est inversible si et seulement si x4, ..., X,
sont distincts.

‘ (® Montrer que les ensembles suivants sont des sous-

/ espaces vectoriels et déterminer une base de chacun

d’eux :
1)

2)

(x,y,2) €ER? | x+2y+z=0}.

(x,y,z,t)ER*| x+y—2z—t=0

et 3x—y—gz+t= O}.

7 1
4)
5)

PERSX
P eR,[X

P(1-X)=P(X)}.

{
{
3) {Meu,®)| AM =MA} avecA:(3 _1).
{
{ | P(—1)=P(0) =P(1)}.

Montrer que les ensembles suivants sont des

J sous-espaces vectoriels et calculer leur dimension :

) {Me.,®)| u@n=o}.
2) {(un)neN €RY| VneN, uy, = un} (p eN®).
3) {x — Asin(x + )| A g€ R} dans € (R,R).

\ (® Déterminer DE TETE la dimension des sous-espaces
vectorlels suivants, en argumentant mais sans preuve
formelle détaillée :

1) {(x,y,z,t)€K4| X+y—z+t
et x—3y+2z—t= O}.
2) {Pek,x]| P1)=P(-1)=0}.
3) {Pek,x]| P(-x)=P(0)}.
4 {Mewu,(®)| Vijelin],
i<j => my=0}.
5) {Me.,(®)| Vie[1,n],
m;q +...+min ZO}.

®® Soit M € ,(K).
1) Déterminer un entier d € N pour lequel la famille
(1,,M,M?,...,M?) est liée.
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2) En déduire que M posséde un polynéme annula-
teur non nul a coefficients dans K.

®® Soient A,B € #,(K) deux matrices pour les-

‘ 27 ‘ quelles AB = A® + A+ I,,. Montrer que AB = BA.

‘28‘ ®® Soient A€ A,(K), B € #,(K) et C € M, ,(K).

C) est inver:
Oq’p B

sible si et seulement si A et B le sont. Que vaut son in-
verse dans ce cas?

Montrer que la matrice par blocs (

( Soient a, b,c € R. Montrer que les trois fonctions
x > sin(x + a), x — sin(x + b) et x — sin(x +¢)
sont linéairement dépendantes dans RE.

\29\

‘30‘ (@ Soient E un K-espace vectoriel, x;,...,x, € E et
“ ) ¥1,...,¥n € E. On suppose que les vecteurs x; + y1,...,
X, + y, sont linéairement indépendants. Montrer que

rg(x1:~-~9xn5y19"-:yn)> n.

‘ E ‘ 1) Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et

(eq,e4,e3) une base de E. On pose €; = e; +e,+ e
et £, = e; —2e5. Montrer que (&4, €5) est libre et la
compléter en une base de E.
2) Montrer que la famille ((8, 4,1,2),(1,0,3, 5)) est
libre et la compléter en une base de R*.
3) Montrer que la famille :
(x*+x°+1,x*—X%—2X%*+2,X> +3)

est libre et la compléter en une base de R,[X].

@ MATRICE D’UNE FAMILLE
DE VECTEURS DANS UNE BASE

(® Les familles suivantes sont-elles des bases ?

525 (@000, @02) ek,
2 ((1,0,2,1),(0,1,1,2),(2,0,1,1),(2,1,0,1)).
(® Soient Py,...,P, € K[X] des polynémes pour les-
\3 \

quels deg(P;) =i pour tout i € [0,n]. Montrer par une
technique matricielle que la famille (P;)y<i<, €st une
base de K,[X].

‘ ‘ @ @ Soient E un K-espace vectoriel et (uq,...,Us41)
une famille libre de E. Montrer que la famille :

(ul T Ug, Uy +Us,s - Upy F Uppy1s Uspr T ul)

est également libre par une technique matricielle.

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

@ SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES
VECTORIELS

(® Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et
F et G deux sous-espaces vectoriels de E pour lesquels
dim F+dim G > dim E. Montrer que F et G ont au moins
un vecteur non nul en commun.

\35\

‘ ‘ M@ Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux
sous-espaces vectoriels de E. Montrer que FUG = F+G
si et seulementsiF C GouGCF.

®® Onpose: a=(0,0,1,0), b=(1,1,0,—1),

=(1,0,1,0), v=(0,1,—1,0) et w=(1,1,1,1),
ainsi que F = Vect(a, b) et G = Vect(u, v,w). Détermi-
ner les dimensions de F, G, F + G et FNG.

\37\

‘38‘ ® On pose F = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0)) et ;
o G—{(x y,2,t) €ER*| x+y+z=0 et y—z+t—0}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de R*.

‘; Soit A € R. A quelle condition nécessaire et
~— suffisante les sous-espaces vectoriels Vect((k, A, 1)) et
Vect((l, A,1),(2,1, 1)) sont-ils supplémentaires dans R3 ?

‘ 0 ‘ (® Montrer que 'ensemble & des fonctions paires de

/R dans R et I'ensemble .#¢ des fonctions impaires de R
dans R sont deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de R¥.

(® @ On note F 'ensemble des fonctions constantes
sur [0,1] et on pose :

1
:{ge%([O,l],R)‘ J.g(t)dtZO}.
0

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de %([O, 1],]R).

\4\

a2 @ Montrer que {P € Ry[X]| P(X2)=Xx?P(x)}

et {P eRs[X]| P(1)= P(Z)} sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires de R4[X ].

‘ ‘ ®@® Soient E un K-espace vectoriel et F, F, et G
trois sous-espaces vectoriels de E.
1) Si F, et F, sont en somme directe, montrer que
F,NG et F,NG le sont aussi.



Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

2) Si F,; et F, sont supplémentaires dans E, F; NG et
FyN G le sont-ils dans G ?

(44) Déterminer un supplémentaire des sous-espaces
—_ vectoriels suivants :

1) Veet((1,2,1,1),(2,2,1,1)) dans R*,
2) {(x,y,z,t)eR4| X+y+2z2—t=0
et 2x+y—z+t=0} dans R*.

3) {PeR,X]| P(—X)=P(x)} dans R,[X].
4) dans R4[X] :

{PeRry[X]| P+3P=P(0)X*+P(1)X+P(1)}.

5) {PeR[X]| P(1)=P(2)=0} dans R[X].

a d g
‘4*5\‘ PourtoutM:(b e i})e//lg(R),onpose:

c f i i h g
Moz(f e d),
c b a

puis E = {M e M;(R)| M° = M}. Déterminer un
supplémentaire de E dans .#5(R).

(46) Déterminer un supplémentaire des sous-espaces vecto-
— riels suivants :

1) ® {PeRy[X]| P(0)="P'(0)=0} dansRs[X].
2) ®O {f € 2(®RR)| f(0)= f(0) = 0} dans
2(R,R).

‘/47 | ®® Soient x4, ..., X, € R distincts. On pose :
o F:{fe%(R,]R)I Vke[1,n], f(xk)=0}-

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 4 (R,R)
et en déterminer un supplémentaire dans % (R, R).

STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL



